Лекция 5
«Программные средства статистического исследования зависимостей по экспериментальным данным

для студентов 4 курса специальности 1-31 03 03-01 Прикладная математика (научно-производственная деятельность)

Тема 5 Корреляционный анализ
5.1 Корреляционный анализ. 
5.2 Оценка степени тесноты связи переменных. 
5.3 Особенности корреляционного анализа количественных переменных. 
5.4 Особенности корреляционного анализа неколичественных характеристик.

5.1 Корреляционный анализ

В начале СИЗ необходимо установить сам факт наличия статистических связей и измерить степень их тесноты. Для количественных переменных с этой целью используют: индекс корреляции, корреляционное отношение, парные, частные и множественные коэффициенты корреляции, коэффициент детерминации.

Парные и частные коэффициенты корреляции оценивают тесноту  линейной связи. Они могут быть положительными и отрицательными в зависимости от  тенденции взаимосвязанного изменения переменных.

Парные корреляционные характеристики оценивают тесноту статистической связи между двумя переменными без учета опосредованного или совместного влияния других показателей. Для расчета используются значения только анализируемой пары показателей. Частный коэффициент корреляции позволяет оценить степень тесноты множественной связи между двумя переменными, очищенной от опосредованного влияния других факторов. Для расчета используются значения как по анализируемой паре переменных, так и тех, опосредованное влияние которых хотим исключить.

Степень тесноты связи любой формы определяют: множественный коэффициент корреляции, коэффициент детерминации и корреляционное отношение. Множественный коэффициент корреляции определяет степень тесноты связи между одним результирующим и совокупностью объясняющих показателей. Коэффициент детерминации определяется, как квадрат множественного коэффициента корреляции и показывает, какая доля дисперсии 

 детерминируется совокупным влиянием 

 (в виде функции регрессии). Оставшаяся часть дисперсии 

 показывает верхнюю границу точности при восстановлении 

 по заданным значениям Х.

Представим особенности корреляционных характеристик в таблице5.1.

Таблица 5.1 -  Особенности корреляционных характеристик
	Вид зависимости
	Показатель связи переменных
	Особенность

	Линейная
	Парный коэффициент корреляции
	Неочищенная от совместного влияния других переменных

	
	Частный коэффициент корреляции
	Очищенная от совместного влияния других переменных

	
	Множественный коэффициент корреляции 
	Один результирующий и совокупность объясняющих переменных

	Произвольная
	Коэффициент детерминации
	Множественный коэффициент корреляции в квадрате

	
	Корреляционное отношение
	Используется при группировании значений х в интервалах

	
	Индекс корреляции
	Наиболее общая теоретическая оценка степени тесноты связи


5.2 Оценка степени тесноты связи переменных
Определение индекса корреляции. Для простоты рассмотрим случай единственного резуль​тирующего показателя, т.е m=1. Пусть 

 - случайный объясняющий вектор, 

 - случайный результирующий вектор. На них влияют неконтролируемые факторы 

, тоже случайные. Удобно представление 

. Пусть 
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 полная вариация 
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 - дисперсия функции регрессии 
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 - усредненная по различным значениям 

 величина дисперсии 
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[image: image4.wmf]s

s

s

h

e

2

2

2

=

+

f

.

Индексом корреляции 
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(5.1)

Данный показатель является наиболее общей характеристикой тесноты связи 

 и 

. Отметим, что 
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 означает отсутствие влияния 

 на 

, а 
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- полное отсутствие варьирования случайной компоненты (
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 по 

. Величина (
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) - показывает точность восстановления 

 по 

.
5.3 Особенности корреляционного анализа для количественных переменных
Парный коэффициент корреляции. Пусть (

,

) - двумерная  нормальная случайная величина. Подставив в (5.1) формулу плотности двумерного нормального распределения, получим соотношение для индекса корреляции 
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, которое называется парным коэффициентом корреляции r: 
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Пусть (xi, yi), 

 - выборка из двумерного нормального распределения, тогда выборочное значение 

определяется по формуле:
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(5.2)

Парный коэффициент корреляции r характеризует степень тесноты линейной статистической связи между анализируемыми признаками. Однако лишь если совместное распределение (

,

) нормальное, то r имеет четкий смысл. Значение 

 - говорит о чисто функциональной линейной зависимости, а r=0 - о независимости. Если же совместное распределение (

,

) не нормальное, или одна из величин не случайна, то r  является лишь одной из возможных характеристик степени тесноты связи. Но для общего случая не предложено характеристики, обладающей преимуществами в сравнении с парным коэффициентом корреляции, хотя его интерпретация часто ненадежна. Возможно, что линейной зависимости нет (r=0), а переменные 

 и 

 связаны функционально 
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. Поэтому, если r=0, то в общем случае говорят, что 

 и 

 не коррелированы. Из высокой степени коррелированности (

) при отклонении (

,

) от нормального закона не следует их тесная зависимость.

Геометрический смысл коэффициента корреляции состоит в том, что, если для большинства пар  [image: image17.wmf](
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 будут иметь один и тот же знак, то их суммирование дает значение, существенно отличающееся от нуля. Причем, чем выше будет угол наклона предполагаемой линии взаимосвязи, тем выше должен быть коэффициент корреляции. В случае, если большинство значений [image: image19.wmf]x
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 имеют разные знаки), то сумма разнознаковых слагаемых будет близка к нулю. Подобная ситуация на диаграмме рассеяния соответствует облаку точек с центром  [image: image25.wmf](
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. Большинство пакетов статистических программ для анализа корреляций вычисляют корреляцию между  [image: image26.wmf]x
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 и строят диаграмму рассеяния одновременно. При одном прогоне такой программы исследователь может получить корреляции и диаграммы рассеяния для любой комбинации преобразований  [image: image28.wmf]x

 и 

 например [image: image29.wmf](

,

ln

)

x

y

, [image: image30.wmf](

ln

,

)

x

y

, [image: image31.wmf](

ln

,

ln

)

x

y

 и т.д. Преобразование, для которого получается наибольшее по абсолютной величине значение коэффициента корреляции, будет тем преобразованием, которому соответствует наиболее сильная линейная взаимосвязь.

Некоторые особенности интерпретации степени тесноты связи с помощью коэффициента корреляции. Отметим, что при анализе тесноты связи случайных величин по выборочным данным нельзя забывать об однородности выборки. Например, исследуется взаимосвязь числа телевизионных точек

 от численности населения 

. Так, для n=9 городов США получено, что оценка коэффициента корреляции равна 0.403 (см.рисунок 5.1), т.е. это говорит о малой степени коррелированности случайных величин 

 и 

. Если же добавить Нью-Йорк, то n=10, а 

=0.995 (см.рисунок 5.2). 

И, наконец, если между двумя переменными установлена зависимость, то это не означает их причинную взаимообусловленность. Например, на заводе установлена положительная корреляция между временем плавки и процентом брака. Позже выяснили, что длительная плавка связана с использованием сырья специального состава. Оно и приводило одновременно к длительному времени плавки и большому проценту брака, хотя между собой они не зависимы, т.е. 

 обусловлено влиянием третьего неучтенного фактора.
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	Рисунок 5.1 – Оценка r=0.403 для n=9
	Рисунок 5.2 – Оценка r=0.995 для n=10


5.4 Особенности корреляционного анализа для неколичественных характеристик

СИЗ между порядковыми переменными сводится к статистическому анализу различных упорядочений (ранжировок) множества объектов. Он осуществляется с помощью методов ранговой корреляции. Процесс упорядочения осуществляется либо экспертами, либо формализовано (переходом от количественных значений к вариационному ряду). Исходные данные представлены таблицей рангов статистически обследованных объектов размера 
[image: image34.wmf]N

p

*

+

(

)

1

. При формировании матрицы возможны случаи неразличимости двух и более объектов, т.е. «объединенные» ранги.

К основным задачам теории и практики в этом случае относятся: 

· анализ структуры исследуемой совокупности упорядочения (например, точки равномерно разбросаны по области значений, т.е. нет статистической связи; наличие сгустка-ядра  при произвольном разбросе других точек говорит о наличии согласованности в переменных; существование нескольких ядер говорит о статистической зависимости переменных внутри них);

· анализ интегральной согласованности переменных и условная ранжировка по критерию степени тесноты связи каждой со всеми остальными (разные эксперты упорядочили объекты, их необходимо упорядочить по компетентности);

· построение единого упорядочения объектов по имеющейся совокупности упорядочений.

В качестве основных характеристик парной статистической связи между упорядочениями используются ранговые коэффициенты корреляции Спирмэна 

 и Кендалла 

. Значения этих коэффициентов меняются в диапазоне от -1 до +1. Причем 
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Пусть 

- порядковое место (ранг) объекта 

 по  степени проявления 

-го свойства (переменной). Тогда степень тесноты между ранжировками (при отсутствии объединенных рангов) 
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  с помощью коэффициента Спирмэна определяется по формуле 5.3. При наличии объединенных рангов формула усложняется.
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(5.3)

Коэффициент Кендалла (при отсутствии объединенных рангов) вычисляется по формуле:
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(5.4)

где 

- минимальное число обменов соседних элементов последовательности 

, необходимое для приведения ее к упорядочению 

. Величина 
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 симметрична относительно аргументов. При подсчете 
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 полезным оказывается факт тождественного совпадения величин 
[image: image44.wmf]n

(

,

)

(

)

(

)

X

X

k

j

 и 
[image: image45.wmf]I

X

X

k

j

(

,

)

(

)

(

)

, где число инверсий 
[image: image46.wmf]I

X

X

k

j

(

,

)

(

)

(

)

 - это число расположенных в неодинаковом порядке пар элементов последовательностей 
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, являющееся мерой нарушения порядка объектов в одной последовательности относительно другой. 
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где 
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Анализируемые ранжировки видоизменяются к представлению: 
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Ранговые коэффициенты корреляции Спирмэна 

 и Кендалла 

 связаны так как они являются линейными функциями от числа инверсий, имеющихся в сравнении последовательностей 

 и 

. При подсчете коэффициента корреляции Спирмэна инверсиям отдаленных (по величине) друг от друга элементов приписываются большие веса. Между масштабами шкал, в которых измеряют корреляцию коэффициенты 

и 

 нет простого соотношения. Однако при N>10  и при условии, что абсолютные значения  этих коэффициентов не слишком близки к 1, их связывает приближенное соотношение 





 EMBED Equation.2  
 1.5


Отметим некоторые преимущества коэффициента корреляции Кендалла 

 по сравнению с коэффициентом корреляции Спирмэна 

: лучше изучены его статистические свойства (выборочное распределение), возможность его использования при определении частной (очищенной) корреляции рангов, отсутствие потребности полного пересчета при добавлении новых объектов.

С целью измерения статистической связи между несколькими переменными (при отсутствии объединенных рангов) Кендаллом был предложен коэффициент конкордации (или согласованности) 
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где m - число анализируемых порядковых переменных (сравниваемых упорядочений); N - число объектов (объем выборки); k1,..., km - номера отобранных для анализа порядковых переменных (из исходной совокупности) m<p.

Заметим, что 
[image: image55.wmf]$
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. В отличии от парных связей противоположные понятия согласованности и несогласованности утрачивают прежнюю симметричность относительно нуля.

Используя коэффициент конкордации, можно решить, например, задачу анализа структуры имеющейся совокупности упорядочений путем разбиения имеющегося набора порядковых переменных x(0),..., x(p) на группы высоко  коррелированных переменных. При статистическом анализе совокупности экспертных мнений (ранжировок) существенным оказывается вопрос упорядочения самих переменных (интерпретируемых в качестве экспертов) по степени их коррелированности со всеми остальными переменными. Для ответа на этот вопрос можно предложить следующий алгоритм.

Пусть 
[image: image56.wmf]$
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 - коэффициент конкордации, подсчитанный по всем рассматриваемым переменным x(0),..., x(p) за исключением переменных 
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. Варьируя состав группы исключенных переменных, мы получим 
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  различных значений 
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. Последовательно  вычислим значения всех этих коэффициентов для k=0,1,2,...,k0  и упорядочим их (при каждом фиксированном k) в соответствии с убыванием их значений. Получим:
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[image: image62.wmf]$
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. . .

Эти упорядочения (на каждом этаже) и дают нам одновременно ранжировки самих переменных (по одной, по паре и т.д.) по степени их согласованности с остальными переменными: очевидно, ту переменную, выбрасывание которой приводит к максимальному значению меры согласованности по остальным переменным, естественно объявить наименее связанной (согласующейся)  с остальными переменными.
_985437361.unknown

_986294117

_997181056.unknown

_1005212538.unknown

_1270319204.unknown

_1270319254.unknown

_1270319391.unknown

_1270319347.unknown

_1270319217.unknown

_1259071400.unknown

_1270314822

_1270314852

_1270314336.unknown

_1258816114.unknown

_1258816153.unknown

_1005215497.unknown

_997182846.unknown

_997184740.unknown

_997185063.unknown

_997185456.unknown

_1004773672.unknown

_997185452.unknown

_997184794.unknown

_997184397.unknown

_997184684.unknown

_997183200.unknown

_997182453.unknown

_997182477.unknown

_997181793.unknown

_987257106.unknown

_987257400.unknown

_987257704.unknown

_987257786.unknown

_987257936.unknown

_987258087.unknown

_987258106.unknown

_987258086.unknown

_987257935.unknown

_987257785.unknown

_987257553.unknown

_987257703.unknown

_987257475.unknown

_987257185.unknown

_987257321.unknown

_987257114.unknown

_987256930.unknown

_987256986.unknown

_987257018.unknown

_987256981.unknown

_987256841.unknown

_987256904.unknown

_987256407.unknown

_987256458.unknown

_987256312.unknown

_985437370.unknown

_985437374.unknown

_985437376.unknown

_985437377.unknown

_985437375.unknown

_985437372.unknown

_985437373.unknown

_985437371.unknown

_985437366.unknown

_985437368.unknown

_985437369.unknown

_985437367.unknown

_985437363.unknown

_985437365.unknown

_985437362.unknown

_985437330.unknown

_985437343.unknown

_985437350.unknown

_985437355.unknown

_985437359.unknown

_985437351.unknown

_985437346.unknown

_985437347.unknown

_985437344.unknown

_985437337.unknown

_985437340.unknown

_985437342.unknown

_985437338.unknown

_985437335.unknown

_985437336.unknown

_985437332.unknown

_985437321.unknown

_985437326.unknown

_985437328.unknown

_985437329.unknown

_985437327.unknown

_985437324.unknown

_985437325.unknown

_985437322.unknown

_985437315.unknown

_985437319.unknown

_985437320.unknown

_985437318.unknown

_985437311.unknown

_985437313.unknown

_985437314.unknown

_985437312.unknown

_983788004.unknown

_983788006.unknown

_985437306.unknown

_983788005.unknown

_983788000.unknown

_983788001.unknown

_983787999.unknown

_983787998.unknown

